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摘　要: 用随机场模型描述随机结构参数的空间变异特征,

讨论了可靠度随机有限元分析中随机场的离散方法。提出了

选择随机场离散方案的 4 个基本要求; 利用线性回归理论

建立基于优化的随机场离散方法。该文采用的离散方法独立

于有限元的单元离散过程, 并适用于非正态随机场。分析表

明: 线性回归理论建立的随机场离散方案比其他方法有更

大的灵活性和更高的效率。
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Abstract: R andom field discretization w as used to analyze stochastic

structu res w ith spatially random p roperties. Four criteria w ere

considered in the cho ice of the random field discretizat ion m ethod. A

system atic m ethod based on linear regression theo ry w as cho sen

w h ich m inim ized the erro r of the discretized field relative to its real

field fo r non2Gaussian fields. T he random field discretizat ion

p rocess can be done independen tly from the fin ite elem ent

discretizat ion p rocess. Examp les show that th is m ethod is mo re

efficien t and flex ib le than o ther discretization m ethods fo r fin ite

elem en t reliability analyses.
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随机结构理论是研究结构模型不确定因素的概

率方法, 结构可靠度研究及结构反应变异分析都属

于这个范畴。随机有限元理论在结构建模时保留了

结构参数和外部作用的随机信息, 而将可靠度分析

计算建立在有限元模型的基础上, 为可靠度理论的

工程应用开拓了广阔的市场。

大多数随机有限元分析中, 首先需要将连续随

机场用随机变量向量来表示, 这个过程即所谓的随

机场离散。在过去的研究过程中已经提出了各种随

机场离散方法[ 1 ] , 他们包括: 中点法; 局部平均法;

形函数法; 级数展开法; 加权积分法等, 而其中任

一种离散方法对其他方法都没有绝对的优势, 随机

场离散方法的最终选择必须在精度与效率之间找到

一个均衡点。将优化的思想引入随机场离散过程, 是

近几年的研究趋势, 用最优形函数法随机场离散便

是对形函数法进行优化的结果。线性回归理论属于

随机变量最优估计问题, 将这一思想用于随机场离

散可得到比最优形函数法更普遍的结果, 本文证明

了他们之间的一致性, 并在此基础上得到可处理非

正态随机场、且与有限元离散过程独立进行的随机

场离散方案。

1　随机场离散

1. 1　随机场离散基本要求

随机场离散方法的选择应考虑以下 4 个因素:

1) 是否便于在有限元程序中实现。随机有限元

程序的开发应尽量利用现有比较成熟的有限元标准

程序, 这样就要求离散后的结构随机参数表达式不

宜太复杂;

2) 在满足离散精度情况下, 随机变量个数应尽

量少。随机分析有比确定性结构分析大的多得计算

工作量, 因此在同样精度下, 随机变量少的离散方法

应优先选择, 这就是随机场的效率;

3) 是否有处理非高斯随机场的能力。结构参数

具有非负性, 正态分布假定在结构变异性较大时会

出现结构参数为负值的不合理结果。此外, 多数荷载

和抗力的分布都是非正态的;

4) 随机场的离散精度主要受随机场的相关长
度控制, 这与确定有限元分析的单元离散的原则有
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明显区别, 因此需要建立一种独立于有限元离散过
程的随机场离散方案。

以上 4 点要求可作为评价随机场离散方法是否
可行的标准。本文采用方法的基本思路是: 利用
D it levsen 提出的线性回归理论[ 2 ] , 以随机场空间中
的指定位置的随机变量来对其他位置的随机量进行
最小方差估计, 经分析发现该方法完全可以满足以
上几点对随机场离散方法的要求。

1. 2　线性回归方法

设有两组随机变量向量 (X , Y) , 建立 X 的线性
函数, 以形成X 对 Y 的最优估计。即求:

E
⌒

[YûX ] = A + B X , (1a)

使 E [E
⌒

[YûX ] ]= E [Y], (1b)

m inE [ (E
⌒

[YûX ] - Y) 2 ], (1c)

式中: A 与B 为待定系数矩阵; E [ ]为数学期望算
子。通过极小值运算可求得:

B = cov[Y, X T ]cov[X , X T ]- 1, (2a)

A = E [Y] - B E [X ], (2b)

式中: cov 为向量协方差; () T 为向量转置; () - 1为
矩阵求逆。将 (2)式代入 (1)式得:

E
⌒

[YûX ] = E [Y] +

cov[Y, X T ]cov[X , X T ]- 1 (X - E [X ]). (3)

1. 3　随机结构控制方程

设材料参数及分布荷载存在空间变异性, 并假

定他们为平稳过程随机场, 即结构或荷载参数空间

任意位置服从相同的概率分布, 且随机场间的相关

系数为 Θ(Σ) , 其中 Σ为随机场两点间的空间距离,

令随机场标准差为 Ρ(x )。

有限元理论的结构平衡方程为

Kq = P , (4)

式中: K 为结构总刚度系数矩阵; P 为荷载向量; q

为节点位移反应。对于杆系结构 K 与 P 中的系数为

k
e
ij =∫e

C (x )B i (x )B j (x ) dx , (5a)

P
e
i =∫e

q (x )N i (x ) dx , (5b)

式中: B (x ) 与N (x ) 为空间局部坐标 x 的多项式;

C (x )为结构参数, 如: 截面抗弯刚度 E I , 抗扭刚度

G I T , 轴向刚度 EA (其中 E 为弹性模量) ; q (x )为作

用在结构上的分布荷载, 在随机结构分析中C (x ) 和

q (x ) 均为随机场。下文用统一的符号 v (x )表示随机

场。随机场两点间的协方差为

cov[v i, v j ] = Θ(Σ) Ρ(x ) 2. (6)

　　随机场离散目的是为了将连续参数随机场用随

机变量向量来表示。将线性回归公式应用于任意分

布随机场的离散时, 可采用以下步骤:

1) 在随机场空间上选择 n 个离散点 v i ( i= 1,

⋯, n) , 并且可得到离散点 v i 的均值 Λi 及他们之间

的协方差矩阵 cov[v i, v′i ];

2) 随机场在空间任意位置 x 的均值为 Λ(x ) ,

v (x )与 v i 的协方差为 cov[x , v′i ] ( i= 1, ⋯, n)。用式

(3)可得到 v i ( i= 1, ⋯, n)对 v (x )的最优线性估计:

vδ(x ) = a (x ) + 6
n

i= 1
b (x ) i (v i - Λi) , (7)

式中: a (x ) = Λ(x ) ;

b (x ) i = {cov[v (x ) , v
- T ]cov (v

-
, v

- T ) - 1}
i

;

v
- = {v 1, v 2, ⋯, v n}T.

　　3) 计算单元随机刚度系数及随机荷载系数。将
式 (7)代入式 (5)得:

k ij = k
-

ij + 6
n

l= 1
k

l
ij (v l - Λl) , (8a)

P i = P
—

i + 6
n

l= 1
p

l
i (v l - Λl) , (8b)

式中: k
l
ij =∫e

B i (x )B j (x ) bl (x ) dx , (8c)

p
l
i =∫e

N i (x ) bl (x ) dx. (8d)

　　得到单元随机刚度系数及随机荷载系数后, 经

过坐标转化并拼装到总刚度阵和荷载右端项中, 可

形成带随机变量的结构控制方程。

1. 4　讨　论

1 ) 式 (7) 与文[ 3 ]提出的最优形函数法表达式

完全相同, 因为最优形函数法对形函数的优化标准

正是式 (1)。文[3 ]分析表明: 用式 (7)离散随机场效

率仅次于 K a rhunen2L oeve 分解[ 4 ] , 而优于中点法、

局部平均法、形函数法等其他方法, 且实现过程比

K a rhunen2L oeve 分解法简单。本文方法还可处理多

维相关随机场, 只需让不同随机场离散变量服从一

定相关模型即可。这就满足了效率与精度的要求。

2) 文 [ 3 ]仅将表达式用于正态分布随机场, 对

于非正态分布则需要利用N a taf 分布。而在本文利

用线性回归理论进行推导时, 并没有进行任何概率

分布假定, 式 (7) 中的随机变量 v i 仍可保持原有概

率分布。因此上述过程完全适用于非正态分布随机

场, 这就满足了概率分布要求。

3) 从 1. 3 节讨论的随机结构控制方程形成过

程来看, 随机场离散过程与单元离散并不相互影响,

两者完全可以单独进行。这就满足了 1. 1 节所提出

的第 4 点要求。由于离散点可自由选择, 这就为研究

者依据随机场特征和结构特点灵活选用离散方案提

供更自由的空间。
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2　有限元可靠度分析

2. 1　可靠度算法

可靠度分析主要目的是为了计算失效概率, 即

求:

P f = P [G (S , R ) ≤ 0 ] = P [G (v ) ≤ 0 ]. (9)

　　由基本变量及功能函数定义了一个失效空间,

失效概率的求解在数学上可定义为基本变量在失效

空间 (式 (9) )的概率函数积分:

P f =∫⋯∫G≤0
f (x ) dx , (10)

式中: f (x)为基本变量的联合概率分布。

在实际应用中, 首先计算功能函数曲面上的最

大概率可能点 (验算点) , 将功能函数曲面在验算点

进行一次或二次展开 (近似)。当功能函数为线性或

二次函数, 且基本变量为标准正态分布时, 积分式

(10)有精确解。因此可靠度分析最核心的计算问题

是的验算点的迭代求解。

有两种途径可计算验算点, 即零次法 (ZOM ) 和

一次法 (FOM )。零次法不需要计算功能函数对基

本变量的梯度, 如响应面法; 后者相反, 如 H L 2R F

算法、SQ P 法等。本文的验算点计算采用 H L 2R F

算法。H L 2R F 迭代算法基本公式为[ 5 ]:

式中: u 为独立标准正态分布向量; 为功能函数

对基本变量的梯度算子。

2. 2　梯度分析

基于有限元模型的功能函数可表示为

G = G [q (v) , v ], (12)

式中: v 代表基本随机变量向量; q (v) 为结构响应,

它为基本变量的函数, 通过有限元分析得到。

验算点HL 2R F 迭代法是在独立标准正态变量

前提下进行, 所以还需将任意分布相关随机变量 v

转换为独立标准正态分布变量 u。

v = F - 1 [5 (L u) ], (13)

式中: F
- 1为 F 的逆函数, F 为基本变量的分布函

数; 5 为标准正态分布的分布函数; L 为随机变量

向量相关系数矩阵的Cho lesky 分解下三角阵。

功能函数对独立标准正态变量 u k 的梯度为

式中:
9G
9uk

和9G
9qi

可对式 (12) 直接偏微分得到;
9v i

9u i
可

对式 (13)偏微分得到;
9q i

9x i
通过下式求解:

9q
9x

= K - 1 9P
9x

-
9K
9x

q . (15)

　　式 (15) 可通过对随机控制方程 (式 (4) ) 两端对

基本变量偏微分得到。由公式 (8) , K 和 P 均为基本

变量 x 的线性函数, 所以刚度梯度和荷载梯度可在

拼装总刚和荷载过程中直接得到。

3　算例分析

设有两端固定梁, 梁长为 12. 2m , 外荷载为随

机均布荷载 q (x) , 如图 1 所示。

图 1　随机刚度梁

由于结构在使用阶段受到损伤, 结构断面的抗

弯刚度产生变异, 因此荷载和结构抗弯刚度均为随

机场, 设随机场相关模型为指数模型, 概率分布服从

对数正态分布, 且荷载随机场与刚度随机场互不相

关, 即结构模型如表 1 所示。

表 1　随机梁参数

变量 均　值 变异系数 相关长度

E I (x ) 450. 4M Nõm 2 0. 1 0. 5L

q (x ) 116. 75 kNõm - 1 0. 2 0. 5L

　　随机场指数相关模型的相关系数表达式为

Θ(x 1, x 2) = exp (- ûx 1 - x 2ûöd ) , (16)

式中: d 为随机场相关长度; L 为梁长。

图 2　可靠性指标与离散点个数关系

定义两种极限状态: 1) 跨中最大容许挠度为

24. 25mm ; 2) 梁端最大容许弯矩为 2. 033 6M Nõm。

用有限元法分析, 将梁分为 16 个单元, 并在随

机场上取若干个等间距离散点, 计算可靠度指标 Β。
Β与失效概率的关系为: P f = 5 (- Β)。可靠性指标

与离散点个数的关系见图 2。
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由于线性回归理论估计的随机变量方差偏

小[ 8 ] , 用线性回归理论离散随机场会使可靠度计算

结果偏大, 见图 2。当离散点数量达到一定值时计算

结果趋于稳定。

验算点在可靠度分析中的物理意义为基本变量

在极限状态下的最可能状态。本文采用的是随机场

模型, 在上述两个极限状态下, 最大可能荷载模式和

截面刚度模式分别见图 3、图 4。

图 3　极限状态下最大可能荷载模式

图 4　极限状态下最大可能截面刚度模式

4　小　结

随机有限元技术将可靠度基本理论与有限元分

析结合起来, 可用于处理复杂随机结构系统以及结

构参数的空间变异性影响。随机场模型用于描述结

构参数和荷载的空间变异性。随机场离散不仅要考

虑精度, 还考虑效率、非正态适应性等。算例结果表

明: 利用线性回归理论发展的离散方案可满足上述

要求。
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3　结　论

1) 带缺口受拉平板三维应力场简化公式在描

述裂纹尖端区域的应力状态具有良好的精确度, 且

易于使用, 有较高的应用价值;

2) 在复杂应力应变状态下, 裂纹尖端常处于三

向受拉状态, 容易形成平面应变状态, 塑性发展受到

限制, 极易发生脆性破坏。
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