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摘要 :提出了一种适合于渡槽结构系统可靠度计算的重要样本法。该方法根据 Metropolis准则构造马尔可夫链模拟

样本 ,通过在失效域中进行预抽样 ,获得对失效概率的计算贡献较大的重要区域的分布信息 ,然后利用此信息构造

重要样本函数 ,采用重要样本技术计算结构系统的失效概率。对一典型梁式渡槽进行各种失效模式的分析 ,建立

了相应的功能函数 ,并就本文算法与已有算法计算得的可靠度进行了比较。结果表明 ,该方法由于不涉及设计点

的概念 ,解决了应用重要样本法计算系统可靠性时重要样本函数构作的难题 ,具有较好的效率和精度。
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渡槽结构是长距离跨流域调水工程中的常用结构[1 ] 。渡槽结构或构件一旦超过承载能力极限状

态 ,将造成失效或结构失稳 ,后果十分严重[2 ] 。渡槽结构的失效可能存在于槽身 ,也可能存在于支承结

构 (排架)或基础 ,由于荷载和抗力的变异性 ,因而有必要对此类结构进行系统可靠度分析。重要样本法

( Important Sampling)是结构可靠性分析中有效的数值模拟方法之一 ,对于单失效模式问题 ,在满足一定

精度的条件下 ,充分抽样即可获得令人满意的结果。而对于系统可靠性问题 ,由于存在多个失效模式 ,

因而会出现多个设计点 ,此时的重要样本法必须先找出所有的设计点 ,然后在各个设计点附近进行加权

重要抽样 ,从而得到系统的失效概率。然而 ,当系统的变量维数较大 ,或者存在噪声极限状态方程 ,以及

极限状态方程附近的概率密度函数相对较平坦或者凹凸很剧烈时 ,寻找设计点会变得十分困难 ,并将花

费大量的计算机时 ,且权重的确定也颇为困难 ,人为因素较多。若设计点和权重选择不当 ,则利用重要

样本法所得到的估计的方差很大 ,或者根本不切实际[3 ,4 ] 。为此 ,本文采用一个新的方法来克服这一缺

点 ,此方法基于高效的马尔可夫链样本模拟算法[5 ]来构造模拟样本 ,而此样本将根据最优抽样密度函数

自适应地得到失效概率的重要区域 ,即通过在失效域中进行预抽样 ,获得对失效概率 Pf 贡献较大的重

要区域的分布信息 ,然后再利用重要抽样技术计算结构系统的失效概率 Pf 。本文将分析梁式渡槽的各

种失效模式和渡槽结构荷载和抗力的不确定性 ,建立相应的极限状态方程 ,并对某梁式渡槽的结构系统

进行可靠度分析。

1 　重要样本法

采用重要样本法的工程结构的失效概率可以表示为

Pf =∫D
f

f ( X) d X∫D
I ( X) f ( X) d X =∫D

I ( X) f ( X)
h ( X) h ( X) d X (1)
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式中 : X 为系统的 n 维基本随机变量 , X = ( x1 , x2 ⋯, xx ) T ∈D , D 为 x 所可能的取值范围 , D < R
n ; Df 为

失效域 , Df ∈D ; f ( X)为基本随机变量 X 的联合概率密度函数 PDF , f ( X) = f ( x1 , x2 ⋯, xx ) ; I ( X) 为指

示函数 ,当极限状态函数 G( X) < 0 时 , I ( X) = 1 ,意味着结构发生失效 ,反之 , I ( X) = 0 ,结构处于安全 ;

h ( X)为重要抽样密度函数。

于是 ,式 (1)的无偏估计为

P̂f =
1
N ∑

N

i = 1
I ( X̂ i )

f ( X̂ i )
h ( X̂ i )

(2)

式中 : X̂ i 为取自于抽样密度函数 h ( X)的样本向量。

P̂f 的方差估计值为

Var ( P̂f ) =
1

N - 1
1
N ∑

N

i = 1
I

2 ( X̂ i )
f

2 ( X̂ i )

h
2 ( X̂ i )

- P̂
2
f (3)

　　当抽样密度函数为

h ( X) =
f ( X)

∫D
f

f ( X) d X
=

f ( X)
P̂f

　　( X ∈Df ) (4)

时 ,式 (3)的模拟方差为最小 ,此时的 h ( X)即为最优抽样密度函数 hopt ( X) 。

实际上 ,抽样密度函数 h ( X)的选取是非常困难的 ,它取决于随机变量的分布形式、极限状态函数

和抽样模拟精度等。对于单个失效模式 ,通常的做法是选取 n 维独立正态分布的概率密度函数或与

f ( X)相同形式的密度函数来充当统一的重要抽样密度函数 ,并以设计点为中心进行模拟抽样 ,计算结

构的失效概率。设计点或最可能失效点通常是失效面上的最大失效概率点 ,因而在设计点附近抽样可

提高抽样效率 ,并获得良好的结果。但由于结构系统存在多个设计点 ,变量维数通常更多 ,失效域形状

更复杂 ,设计点方法不能很好的描述概率重要区域 ,需要寻找新的方法。

2 　马尔可夫链样本模拟

马尔可夫链样本模拟是由马尔可夫链 (亦可称为马氏链)的状态模拟样本点[5 ]
,并根据 Metropolis 接

受准则[6 ]进行状态空间的连续扩展 ,当马尔可夫链的转移步数 (即步长) M 趋向于无穷时 ,这些模拟样

本点的联合概率密度函数趋于最优重要抽样密度函数 ,同时也自适应地得到了对失效概率 Pf 贡献较大

的重要区域的分布信息。

211 　样本模拟过程　首先选取一个概率密度函数 f
3 (ξ| X) ,对于给定的一个 X , f

3 (ξ| X) 是以 X 为中

心的ξ的分布概率密度函数。f
3(ξ| X)具有对称性 ,即 Πξ, X ∈D , f

3(ξ| X) = f
3( X|ξ) 。为方便起见 ,令

q ( X) = I ( X) f ( X) , I ( X)为指示函数 ,则马尔可夫链模拟样本 X
( j) ( j = 1 ,2 ⋯⋯M) 由下列步骤产生 : (1)

在失效域内随机地或确定性地选取一点 X
(0)
作为马氏链的初始状态 ; (2) 假定马氏链处于状态 X

( j)
,下

一状态点ξ根据概率密度函数 f
3(ξ| X

( j) )由舍选法产生 ,并计算 r = q (ξ)Πq ( X
( j) ) ; (3)根据 Metropolis 接

受准则[6 ]决定马氏链的下一状态点。即如果 r ≥1 ,则以ξ作为 ( j + 1) th 状态 ,即 X
( j + 1)

=ξ;如果 r < 1 ,

则ξ为具有概率 r 的 ( j + 1) th 状态 , X
( j) 为具有剩余概率 1 - r 的 ( j + 1) th 状态 ,从 [0 ,1 ]均匀分布抽取

一个随机数 u ,如果 r > u ,则ξ为 ( j + 1) th 状态 ;否则 , X
(1) 为 ( j + 1) th 状态。重复这一过程直至达到所

需的样本数目 M。

212 　f
3(ξ| X)的选取 　f

3(ξ| X) 控制了马氏链样本模拟中点与点之间的转移过程 ,文献 [ 5 ]的研究表

明 , f
3(ξ| X)的类型对算法的影响不大 ,因而可以引入有利于计算的 f

3(ξ| X) 。本文引用 n 维均匀分布

的 f
3(ξ| X) ,为

f
3 (ξ| X) =

1

∏
n

i = 1
li

| ξi - xi | ≤ liΠ2 　( i = 1 ,2 , ⋯⋯n)

0 其它

(5)
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式中 : li 为由 xi 构成的高阶矩形的边长 ,它决定了下一样本偏离当前样本的最大允许距离 ,影响着样本

覆盖区域的大小。

选取 li 如下

li = 6σiM
- 1Π( n+4) (6)

式中 : n 为变量数 ; M 为马氏链步长 ,即模拟样本数 ;σi 为取基本随机变量的标准方差。

213 　状态点ξ的产生 　由舍选法 ,设随机变量ξi 在闭区间[ a , b ] = [ x
( j)
i - liΠ2 , x

( j)
i + liΠ2 ]上取值 ,其

概率密度函数在[ a , b ]上有界 ,记 f 0 = sup
a ≤x ≤b

f
3 (ξ| X) = 1Π∏

n

i = 1
li , 取[0 ,1 ]上均匀分布的 R 的两个随机

数 r1 、r2 ,由于

f 0 r2 ≤ f
3 [ ( b - a) r1 + a | X

( j) ] (7)

恒成立 ,则

ξi = ( b - a) r1 + a = li r1 + x
( j)
i - l iΠ2 (8)

为随机变量ξi 的一个抽样值。如此重复使用式 (8) ,可获得新的状态点ξ,ξ= (ξ1 ,ξ2 ⋯,ξn ) T 。

214 　马氏链样本模拟重要样本法的基本步骤　根据上述基于马尔可夫链样本模拟重要样本法的思想 ,

可以方便实现程序化 ,其基本算法如下。

(1)根据马尔可夫链样本模拟算法在失效域内产生 M 个模拟样本 X
( j) 。

(2)计算模拟样本在各维随机变量方向上的均值μ′i 和方差σ′i

μ′i =
1
M ∑

M

j = 1
x

( j)
i ,σ′i =

1
M - 1 ∑

M

j = 1
[ x

( j)
i - μi ]

2 　( i = 1 ,2 , ⋯, n) (9)

　　(3)选取与随机变量具有相同形式的密度函数作为重要样本法的抽样函数。

(4)以马氏链模拟样本的均值μ′i 为抽样中心 ,在 3σ′i 区间内结合重要样本抽样技术进行抽样 ,根

据式 (2)即可获得失效概率 Pf 。

215 　具有非线性极限状态方程的串联系统示例　极限状态方程为

g ( x) = min ( g1 , g2 ) ; g1 ( x) = c - 1 - x2 + exp -
x

2
1

10
+

x1

5

4

; g2 ( x) =
c

2

2
- x1 x2 (10)

表 1 　系统失效概率的精确值

c = 3 c = 4 c = 5

系统失效概率 Pf 2153E23 6181E25 6197E27

图 1 　c 取不同值时马尔可夫链模拟样本分布

式中 : c 为常数 ,分别取 c = 3、4、5 ; x1 、x2 为随机变量 , x1

和 x2 相互独立 ,且服从标准正态分布。

由文献[5 ]可知 ,此串联系统在离开原点相同距离处

存在两个设计点 ,分别为 x
3

1 = (0 , c)和 x
3

2 = ( cΠ2 , cΠ2) ,系统失效概率的精确值参见表 1。

选取点 (5 ,5)作为马氏链样本模拟的初始状态 ,链长 M = 1400 ,对于不同的 c 值 ,得到的马氏链模拟

样本分布如图 1 所示。

由图 1 可知 ,马尔可夫链模拟样本自适应地得到了失效概率较大的区域 ,即位于理论设计点 x
3

1 =

(0 , c)和 x
3

2 ( cΠ2 , cΠ2)处的重要区域。
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为了说明本文算法的效率与精度 ,选取不同的马氏链步长 M 和重要样本模拟次数 N ,计算系统的

失效概率 Pf ,所得的计算结果见表 2。

表 2 　不同 M 和 N 组合所得到的系统失效概率

c M
N

1000 2000 5000 10000
Pf 精确值

500 2196E203 2178E203 2162E203 2155E203
3 1000 3105E203 2186E203 2161E203 2154E203 2153E23

1500 2153E203 2155E203 2140E203 2146E203
500 8143E205 7189E205 7187E205 7156E205

4 1000 8199E205 8135E205 7195E205 7157E205 6181E25
1500 7132E205 7123E205 7107E205 7103E205
500 5124E207 5161E207 5114E207 5149E207

5 1000 5135E207 6114E207 5149E207 5196E207 6197E27
1500 7153E207 7114E207 7107E207 7126E207

　　由表 2 可知 ,当马尔可夫链步长 M = 1 500 ,重要样本的模拟次数 N = 5 000 ,用本文方法分别计算 c

= 3、4、5 时所得到的系统失效概率为 2140E-03、7107E-05 和 7107E-07 ,与精确值相比 ,其相对误差分别为

511 %、318 %和 114 % ,可见 ,本文算法具有较高的精度和效率 ,适合于计算串联系统的失效概率。

上述分析表明 ,模拟样本{ X
( i) }将根据最优样本密度自适应地得到 D 中重要区域[7 ] 。特别是当 c

= 0 时 ,所有点均位于安全区域内 ,对上述算法验算也可证明获得的样本点均位于失效域内。因为下一

个样本是由以当前样本为中心的 PDF 模拟产生的 ,而不是由以一个固定点为中心的 PDF 模拟产生 ,所

以其具有自适应性和鲁棒性。由于样本不仅会以较高的概率“爬山”搜索 ,到达概率密度较高区域 ,而且

也会以一定的非零概率“下山”搜索 ,所以只要样本和全局设计点区域存在充分地联接 ,则它就不会限制

于局部设计点区域 ,而以一种很自然的方法覆盖了多个设计点区域。

3 　渡槽结构系统可靠性分析

图 2 　横断面尺寸 (单位 :cm)

　　南水北调中线工程某渡槽为单排架矩形钢筋混凝土梁式

渡槽 ,每跨长 40190m ,槽深 5180m ,过水断面宽度 7105m ,变截

面侧板高 6130m ,底板厚 50cm ,每隔 210m 槽顶上设一拉杆 ,渡

槽横截面如图 2 所示。支承排架高为 915m ,支柱中心距为

7169m ,横梁间距 4145m。基础桩基承台尺寸为 14109m ×

6160m ×2150m。槽身排架采用 C20 混凝土 ,基础承台采用

C15 混凝土 ,校核水位 H = 5139m ,最大风速 V0 = 28128mΠs ,风

荷载体型系数满槽时 K = 113 ,风压高度变化系数 Kz = 018。

311 　荷载和抗力的不确定性分析 　作用在渡槽上的主要荷

载有结构自重、水重、水压力 (静水压力) 、人群荷载、施工荷

载、风荷载以及地震荷载等。在仅考虑基本荷载组合工况 ,即

结构自重 + 水重 + 水压力 + 风荷载的情况下 ,本文取渡槽水

深 H、最大风速 V0 、预应力钢筋的抗拉强度标准值 f pyk 、普通钢筋的强度标准值 f yk和混凝土轴心抗压强

度 f ck为随机变量 ,其它作为定值考虑。随机变量的统计特征值见表 3 ,均为标准正态分布。

表 3 　基本随机变量统计特征

HΠm VoΠ(mΠs) f pykΠMPa f ykΠMPa
f ckΠMPa

槽身和排架 基础承台

均值 5139 28128 112 34 ×10 - 3 3160 ×10 - 3 2105 ×10 - 3

变异系数 0105 01193 0115 0115 0115 0115

—889—



312 　渡槽结构单个破坏模式可靠度计算 　渡槽结构的失效可能存在于槽身、支承结构 (排架) 和基

础[9 ] 。通过分析 ,获得渡槽结构的拉杆抗拉、侧板抗弯、底板偏心抗拉、槽身抗弯、排架抗压、排架横梁抗

弯、基础承台抗弯 7 种主要破坏模式的功能函数如下。

拉杆抗拉 :

Z1 = 01001017 f yk - 0142 H
2

+ 1146 H - 010000215V
2
0 + 1182 (11)

　　侧板抗弯 :

Z2 = 01005548 f yk - 0101755 H
3 - 8170 H - 010005704V

2
0 - 10182 (12)

　　底板偏心抗拉 :

Z3 = 01003034 f yk - 017106 H
2 - 1146 H - 010001702V

2
0 - 1182 (13)

　　槽身抗弯 :

Z4 = 013727 f pyk - 01002551
f

2
pyk

f c
- 1410 H - 668218 (14)

　　排架抗压 :

Z5 = 0101767 f yk + 11327 f c - 144117 H - 01006861V
2
0 - 734150 (15)

　　排架横梁抗弯 :

Z6 = 01002219 f yk - 0101606V
2
0 - 8149 (16)

　　基础承台抗弯 :

Z7 = 011322 f yk - 136196 H - 01007353V
2
0 - 7111835 (17)

　　按上述极限状态方程及其相应随机变量的统计分布 ,分别采用 JC 法程序和重要样本法求得各极限

状态方程对应的可靠度指标与失效概率见表 4。

表 4 　渡槽结构单个破坏模式的可靠度计算结果

Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Z7

JC法
β 611031 41492 416375 413424 412985 412300 415005

Pf 51222E210 31531E26 11765E26 71053E26 81602E26 11169E25 31393E26

本文方法 Pf 5222E210 31531E26 11765E26 71053E26 81602E26 11169E25 31393E26

313 　渡槽结构系统可靠度计算　由于上述任何一种破坏模式的出现均会导致渡槽系统被破坏 ,因此破

坏模式之间可以看作为串联。拉杆失效概率很小 ,不必参加系统可靠度计算 ,剩余的 6 项失效模式的串

联系统的失效概率为

Pf = P ( Z2 < 0 ∪ Z3 < 0 ⋯∪ Z7 < 0) (18)

　　采用本文方法、PNET法[4 ] 、一般界限法和窄界限法计算得到渡槽的结构系统失效概率如表 5。

表 5 　渡槽系统的失效概率

本文方法 PNET法 一般界限法 窄界限法

119031 ×10 - 5 210291 ×10 - 5 11691 ×10 - 5 ≤Pf ≤316034 ×10 - 5 116978 ×10 - 5 ≤Pf ≤210292 ×10 - 5

　　由表 5 可以看出 ,本文方法所得结果介于一般界限法和窄界限法之内 ,与 PNET法较为接近 ,是合

理可信的。

4 　结语

对渡槽这类复杂结构的可靠度 ,本文所选的 7 个失效模式体现了梁式渡槽主要的失效形式 ,各构件

及系统的失效概率可作为梁式渡槽可靠度量度的参考。基于马氏链样本模拟的重要样本法在渡槽结构

系统可靠性分析中的应用表明 ,在合适的马氏链步长 M 和相对较少的重要抽样次数 N 的条件下 ,可获

得较高的计算精度和效率 ,与一般的重要样本法和其它的方法相比 ,此方法尤其适合多个相关模式的系
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统可靠性计算 ,所得结果对南水北调及其它跨流域调水工程渡槽结构可靠度计算具有参考价值 ,所提方

法也可应用于其它结构可靠度的计算。
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System reliability analysis of aqueduct structure based on

Markov chain sample simulation

WU Jian-guo1 ,2 , J IN Wei-liang2 , ZHANG Ai-hui2 , WANG Sheng2

(11 Zhejiang University of Technology , Hangzhou 　310014 , China ;21 Zhejiang University , Hangzhou 　310027 , China)

Abstract: An adaptive important sampling methodology is proposed to calculate the structural system

reliability of aqueducts. To populate the region of higher probability for a large variety of shapes of the

failure region , the preparative sampling technique is processed in which the Markov simulation samples

are simulated according to Metropolis criterion. An important sampling function is then constructed from

the information of the higher probability region. The typical failure modes and reliability of a typical beam

type aqueduct are analyzed. The system reliability of the aqueduct is discussed by using the proposed

method and other methods. The comparison indicates that this method is precise , efficient , having good

robustness and has the advantage of making an important sampling function because no related concept of

design viewpoint is involved. This method can be used to calculate the system reliability of other types of

structure.

Key words : system reliability ; technique of important sampling ; Markov chain simulation samples ;

aqueduct ; failure modes
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