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摘要 　针对标准区间运算易引发误差爆炸 ,导致计算结果丧失实用价值的缺陷 ,文中将不确定性变量的仿射型及仿

射运算引入区间模型非概率可靠性指标的计算中。利用仿射型表示变量的不确定性 ,由仿射运算计算出结构的响应区

间 (功能函数的上下界) ,并由响应区间与其许用区间获得非概率可靠性指标。仿射运算的规则具有优化意义 ,不会引发

误差爆炸。以仿射运算求取区间模型非概率可靠性指标 ,其计算精度远高于区间运算。
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Abstract 　For the first time , affine forms of bounded uncertain quantities and affine arithmetic are introduced into modeling and

calculating the non2probability reliability index. A method for reciprocal transformation between interval variables and affine forms is de2
veloped. Synchronously , how a more accurate non2probability reliability index can be found by using affine arithmetic is expatiated thor2
oughly. The affine arithmetic for getting the non2probability reliability index is small in computational complexity and simple in analytic

process , and can be implemented by craft. An example validates its rationality and accuracy.
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1 　引言

基于区间模型的非概率可靠性指标η定义如下 ,

设以区间变量为自变量的结构功能函数表为 g ( �x) ,其

中 �x = ( x1 , x2 , ⋯, xn ) ( xi > xi
L

, xi
U ( i = 1 ,2 , ⋯, n) )

为影响结构功能的区间变量组成的向量。当 g (·) 为

�x 各分量的连续函数时 ,其值域必然也是区间变量 (记

作g (·) > g
L

, g
U ) 。再设结构响应的允许区间为

y > y
L

, y
U

,则该结构的η可表为

η= ( y
c

- g
c )Π( y

r
+ g

r ) (1)

式中 y
c = ( y

L + y
U )Π2 , y

r = ( y
U - y

L )Π2 , g
c = ( g

L +

g
U)Π2 , g

r = ( g
U - g

L )Π2。

当前 ,求取 η的通用方法是区间运算 ( interval

arithmetic ,记作 IA) ,计算量集中在求取 g (·) 的上下界

( g
U 和 g

L ) , 然而区间运算结果极易扩张[1 ] 和溢

出[2 ,3 ] ,这源于区间运算规则的不合理性[4 ,5 ] 。当 g (·)

为高度非线性函数或嵌套越深时 ,误差爆炸 (error ex2
plosion) 的强度越大 ,从而导致计算所得的η毫无意

义。完全忽略变量之间的相关性 ,加之倒数运算的溢

出误差 (over shoot error) 以及对数、开方等运算的圆整

误差 (round off error) 是误差爆炸的直接原因[6 ] 。为克

服这些缺陷 ,已经出现了如特征值质量包含定理和刚

度包含定理[7 ] 、区间有限元法[8 ] 、增量载荷法[9 ] 以及区

间参数摄动法[10 ]等区间运算的改进算法 ,但都因分析

过程繁琐、计算量大且结果不稳定 ,从而适用面有限。

仿射运算 (affine arithmetic ,记作 AA) 作为新近出

现的处理不确定性的方法 ,其运算规则具有优化性

质[5 ]
,比较稳定。其已经被应用在信号处理[11 ] 、准静

态电场分析[12 ] 、人工智能[13 ] 及电路分析[14 ] 中。原始

不确定性变量的仿射型是噪声符号的线性组合 ,如果

两个仿射型中拥有同一噪声符号 ,则二者相关[4 ] 。拥

有相同噪声符号数目越多 ,相关性越大[6 ] 。这一性质
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使得仿射运算能体现变量之间的相关性 ,加之其运算

规则的优化性质 ,致使仿射运算能最大限度地避免误

差爆炸 ,这是其能被迅速应用的直接原因。

鉴于不确定性变量的仿射型和区间形式可以相互

转化 ,本文将不确定性变量的仿射型及仿射运算引入

到非概率可靠性指标η的计算中 ,即将基于区间模型

的 g ( x)转化成仿射形式 ,由仿射运算计算出式 (1) 中

g (·)的上下界 ,即 g
U 和 g

L ,便可得出η。由仿射运算

计算得到η的精度远高于区间运算。

2 　不确定性量的仿射型和区间运算的误差爆炸

2. 1 　仿射型与区间变量

设由于自身或环境原因有 t 种噪声共同影响不确

定性量 x 的真值 ,则其仿射型 x̂ 表示为这 t 个噪声符

号的一次多项式[4 ]
,如下

x̂ = x0 + x1ε1 + x2ε2 + ⋯+ xtεt (2)

式中 x0 是 x̂ 的中心值 ;εj ∈ - 1 ,1 ( j = 1 ,2 , ⋯, t) 是

第 j 个噪声符号 ,其系数 xj ∈R ( j = 1 ,2 , ⋯, t) 称为 x̂

的第 j 个偏增量。

由于εj ∈ - 1 ,1 ( j = 1 ,2 , ⋯, t ) 代表不同的噪

声 ,所以相互独立 ,故当 ε1 = ε2 = ⋯= εt = 1

时 , x̂ 取得其最小和最大值。因此 ,可得 x̂ 的区间形式

�x ,可记作

�x = x0 - ∑
t

j = 1

xj , x0 + ∑
t

j = 1

xj (3)

式 (3) 代表的转化过程造成仿射型原有信息的丢

失 ,而其逆过程不会使丢失的信息得到还原。设

x̂1 = 10 + 2ε1 +ε2 - ε4

x̂2 = 20 - 3ε1 +ε3 + 4ε4

因ε1 、ε2 、ε3 、ε4 相互独立 , 据式 (3) 可得 �x1 =

6 ,14 及 �x2 = 12 ,28 ,则向量 ( �x1 ,�x2 ) 位于图 1所示

的二维坐标平面内的矩形 6 ,14 × 12 ,28 中。但是由

于 �x1 、�x2 都拥有ε1 和ε4 ,故二者不完全独立 ,则向量

( x̂1 , x̂2 ) 仅位于图 1中的凸 8边形内。很明显 ,凸 8边形

是矩形的子集。这说明不确定性变量的仿射型向区间

形式的转化有可能造成原有信息的丢失。

同一个变量出现在函数的不同项时 ,AA 能够最大

程度的保留其完全相关性 ,而 IA 会造成严重的信息丢

失[6 ] 。

以 f ( x) = x
2

- x + 1Π2 x
2 + 1Π2 ( x ∈[ - 2 ,2 ])

为例。将 - 2 ,2 区 间 16 等 分 , 例 如 当 x ∈

0. 5 ,0. 75 时 ,可以分别以区间和仿射型表示为 �x >
0. 5 ,0. 75 和 x̂ = 0. 625 + 0. 125ε(ε∈ - 1 ,1 ,分别

代入 f ( x)得 f ( �x)和 f ( x̂) ,经计算得

f ( �x) ∈ 0 ,0. 866 0 　　f ( x̂) ∈ 0. 531 0 ,0. 577 3

图 1 　仿射型 x̂1 和 x̂2 的相关性

Fig. 1 　Dependency between affine forms x̂1 and x̂2

　此外 ,因 f ( x) 在 0. 5 ,0. 75 内单调减 ,故 f ( x) 的

真值区间是 f (0. 75) , f (0. 5) = 0. 542 3 ,0. 577 3 。

可见 ,由于 IA 的误差爆炸致使 f ( �x ) 的上下界出现了

严重误差 ,其结果已无意义 ;而由AA 所得 f ( x̂)的上界

与真值区间的上界重合 ,仅下界存在微小误差。区间

0. 5 ,0. 75 及其他区间内的 IA 与 AA 的结果对比见

图 2、图 3。可见 AA 的计算精度很高 ,而 IA 由于误差

爆炸 ,其计算结果是真值区间的几十倍。

图 2 　IA 引起的误差爆炸

Fig. 2 　Error explosion resulted by IA

　

图 3 　[ - 2 ,2 ]区间内 AA 的计算结果

Fig. 3 　Computational accuracy of AA

　
2. 2 　仿射运算规则

任何以仿射型或实数为自变量的仿射运算其返回

值必须是一仿射型 (噪声符号的一次多项式) [4 ] 。这里

仅给出仿射型的加减乘除四则运算 ,其余运算规则见
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文献[5 ]。

设仿射型 　̂x = x0 + x1ε1 + x2ε2 + ⋯+ xtεt

ŷ = y0 + y1ε1 + y2ε2 + ⋯+ ytεt 及β∈R ,ζ∈R

则有

x̂ ±̂y = ( x0 ±y0 ) + ( x1 ±y1 )ε1 + ⋯+ ( xt ±yt )εt

βx̂ = (βx0 ) + (βx1 )ε1 + ⋯+ (βxt )εt

x̂ ±ζ= ( x0 ±ζ) + x1ε1 + ⋯+ xtεt

x̂ ·̂y = x0 y0 + ∑
t

j = 1

( x0 yj + y0 xj )εj +

∑
t

j = 1
xjεj · ∑

t

j = 1
yjεj

x̂Π̂y = x̂ ·(1Π̂y) = x̂ ·[1Π( y0 + y1ε1 + y2ε2 + ⋯+

ytεt ) ]

乘法运算式中出现了噪声符号的二次项 , 令

Q (ε1 ,ε2 , ⋯,εt ) = ∑
t

j = 1
xjεj · ∑

t

j = 1
yjεj 。现需引入一

个新的 (第 t + 1个) 噪声符号εt +1 的仿射型替代之。由

于 Q 的定义域是边长为 2 的以 (ε1 = 0 ,ε2 = 0 , ⋯,

εt = 0) 为对称中心的 t 维正方体 ,且有

Q (ε1 ,ε2 , ⋯,εt ) = Q ( - ε1 , - ε2 , ⋯,εt )

故可根据 Chebyshev 仿射理论[4 ] 得到 Q 的最优仿射

型 :设 Q 在定义域内的最大和最小值分别是 b 和 a ,有

Q (ε1 ,ε2 , ⋯,εt ) =
a + b

2
+

b - a
2

εt +1 。至此 , x̂ ·ŷ 应

改写为

x̂ ·̂y = x0 y0 +
a + b

2
+ ∑

t

j = 1

( x0 yj + y0 xj )εj +

b - a
2

εt +1

设除法运算式中的 1Π( y0 + y1ε1 + y2ε2 + ⋯ +

ytεt ) 项的仿射型记作

α( y0 + y1ε1 + y2ε2 + ⋯+ ytεt ) +ξ+δεt +1

该项的几何含义是在区间

a , b = y0 - y1 - y2 - ⋯- yt ,

y0 + y1 + y2 + ⋯+ yt

图 4 　倒数运算的仿射拟合

Fig. 4 　Min2range approximation for reciprocal operation

内以直线 z =αy +ξ逼近曲线 z = 1Πy ,见图 4。该项中

δ是误差的幅值。

据 Min2range 仿射理论[5 ]知 ,α的几何意义是 y = b

点处曲线的斜率 ,ξ为自由项 ,由图 4 可见误差绝对值

最大的点出现在 y = a 和 y = b 两点处 ,故引入第 t + 1

个噪声符号εt + 1予以补偿 ,其系数δ是最大误差减最

小误差的 1Π2 倍。经计算得α= - 1Πb
2

,ξ= ( a + b -

a
2

bα- ab
2α)Π(2 ab) 又δ= [ a - b + ( a

2
b - ab

2 )α]

(2 ab) 。故 1Π̂y 的仿射型记作

　1Π̂y = - (1Πb
2 )·( y0 + y1ε1 + y2ε2 + ⋯+ y1ε1 ) +

( a + b - a
2

bα- ab
2α)Π(2 ab) [ a - b +

( a
2

b - ab
2 )α]Π(2 ab) εt + 1 =

- (1Πb
2 )·y0 + ( a + b - a

2
bα- ab

2α)Π(2 ab) -

1
b

2 y1ε1 -
1
b

2 y2ε2 + ⋯-
1
b

2 ytεt +

[ a - b + ( a
2

b - ab
2 )α]Π(2 ab) εt + 1

3 　将仿射运算引入区间模型非概率可靠性指

标计算
计算出式 (1) 中 g ( x) 的第 i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 分量

的中点 ( x
L
i + x

U
i )Π2 ,将其作为第 i 分量仿射型的中心

值 ,即

xi0 = ( x
L
i + x

U
i )Π2

将第 i ( i = 1 ,2 , ⋯, n)分量区间宽度的 1Π2 作为第

1 噪声符号ε1 (ε1 ∈ - 1 ,1 的系数 ,即

xi1 = ( x
U
i + x

L
i )Π2

至此 ,即将 g ( x) 的第 i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 分量由区间形

式转化成为拥有一个噪声符号的如下仿射型

x̂ i = xi 0 + xi1ε1 =
x

L
i + x

U
i

2
+

x
U
i - x

L
i

2
ε1

由上式替代 g ( x)中的 �x i ,就可将 g ( x) 转化成仿射函

数 g ( x̂ ) 。应用 2. 2 节所述仿射运算规则计算出

g ( x̂) ,假设计算结果是

g ( x̂) = g0 + g1ε1 + g2ε2 + ⋯+ gk + 1εk + 1

式中ε2～εk + 1是计算过程中根据需要引入的 k 个新噪

声符号。

则据式 (3)可得

g
L

= g0 - g1 - g2 - ⋯- gk + 1 及

g
U

= g0 + g1 + g2 + ⋯+ gk + 1

将该式代入式 (1) ,便可得非概率可靠性指标η。

4 　算例

如图 5 所示长度 l = 300 mm 的悬臂梁 ,其弹性模

量 E = 200 GNΠm2 ,截面惯性矩 I = 200 mm4 。在距固定

端 �a = 150 ,250 mm 处 施 加 一 力 偶 �M =

2 000 ,5 000 N·m。已知梁沿 y 轴方向的许用挠度为

�y = 1. 5 ,10 mm。求该梁的非概率可靠性指标。
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图 5 　悬臂梁施加受力偶图

Fig. 5 　A cantilever beam with a constant force loaded

　
易知该梁的挠度 f 与以上所有参数的函数关系为

f =
Ma
EI

l -
1
2

a (4)

将 �M 和 �a 代入式 (4) ,可得 f 区间表达式

f =
2 000 ,5 000 150 ,250

200 ×106 ×200
300 -

1
2

150 ,250

进行标准区间运算 ,得

f =
2 000 ,5 000

200 ×10
6 ×200

150 ,250 300 -
1
2

150 ,250 =

2 000 ,5 000
200 ×10

6 ×200
150 ,250 300 - 75 ,125 =

2 000 ,5 000
200 ×10

6 ×200
150 ,250 175 ,225 =

2 000 ,5 000
200 ×106 ×200

26 250 ,56 250 =

5 250 000 ,281 250 000
200 ×10

6 ×200
=

0. 001 312 5 ,0. 007 031 25 m

再将 f 转换成与 �y 相同的单位 mm ,再将二者代入式

(1) ,得

ηIA =
5. 75 - 4. 171 875
4. 25 + 2. 859 375

= 0. 221 978

因力偶与其施加位置相互独立 ,故可据式 (2) 将

�M 和 �a 转化成为拥有独立噪声符号的仿射型 ,即 M̂ =

3 500 + 1 500ε1 和 â = 200 + 50ε2 ,代入式 (4) ,得

f =
(3 500 + 1 500ε1)

200 ×10
6 ×200

(200 + 50ε2) 300 -
1
2

(200 + 50ε2) =

(3 500 + 1 500ε1)

200 ×10
6 ×200

(200 + 50ε2) [300 - (100 + 25ε1) ] =

(3 500 + 1 500ε1 )

200 ×10
6 ×200

(200 + 50ε2 ) (200 - 25ε2 ) =

(3 500 + 1 500ε1 )

200 ×106 ×200
(200 ×200 + 200 ×25ε2 -

50 ×25ε2
2 )

因ε2 自身完全相关 ,故上式中的 0 ≤50 ×25ε2
2 ≤

1 250 ,引入新噪声符号ε3 的仿射型 625 + 625ε3 替代

之 ,得

f =
(3 500 + 1 500ε1 )

200 ×10
6 ×200

[200 ×200 + 200 ×25ε2 - (625 +

625ε3 ) ] =
(3 500 + 1 500ε1 )

200 ×10
6 ×200

(39 375 + 5 000ε2 -

625ε3) = (3 500 ×39 375 + 3 500×5 000ε2 - 3 500 ×

625ε3 + 1 500 ×39 375ε1 + 1 500 ×5 000ε1ε2 -

1 500 ×625ε1ε3 )Π(200 ×106 ×200)

上式噪声符号二次项 1 500 ×5 000ε1ε2 - 1 500 ×

625ε1ε3 等价于ε1 (1 500 ×5 000ε2 - 1 500 ×625ε3 ) ,因

ε2 、ε3 相互独立 ,有

- 8 437 500 ≤(1 500 ×5 000ε2 - 1 500 ×625ε3 ) ≤

8 437 500

又因 - 1 ≤ε1 ≤1 ,故

- 8 437 500 ≤(1 500 ×5 000ε1ε2 - 1 500 ×625ε1ε3 ) ≤

8 437 500

引入新噪声符号ε4 的仿射型 0 + 8 437 500ε4 替代

之 ,得

f = (3 500 ×39 375 + 3 500 ×5 000ε2 -

3 500 ×625ε3 + 1 500 ×39 375ε1 +

8 437 500ε4 )Π(200 ×106 ×200)

上式是 f 的标准仿射型 ,且ε1～ε4 相互独立 ,可

得 0. 001 265 625 m≤f ≤0. 005 625 m ,将 f 转换成与 �y
相同的单位 mm ,再将二者代入式 (1) ,得

ηAA =
5. 75 - 3. 445 312 5
4. 25 + 2. 179 687 5

= 0. 358 444

可 见 , 经 测 算 f 真 实 的 响 应 区 间 是

1. 687 5 ,5. 468 75 mm , 代入式 ( 1 ) 真实的 ηTRUE =

5. 75 - 3. 578 125
4. 25 + 1. 890 625

= 0. 353 689。可见ηAA与ηTRUE仅存在

微小误差。ηAA与ηTRUE的误差很大 ,其原因在于在计

算 �a l -
1
2

�a 时 , IA 体现不出 �a 的自身的相关性 ,导

致了误差爆炸 ,即 �a l -
1
2

�a = 26 250 ,56 250 ,而

其真值区间应是 33 750 ,43 750 。

5 　结论

针对同一问题 ,AA 的计算量略大于 IA ,其原因在

于 AA 过程中包含着优化意义上的仿射逼近。但为了

高精度的计算结果还是值得的。AA 相对于其他优化

算法[15 ,16 ] 的计算量是相当小的 ,且不必考虑收敛准则

和迭代初始点的选取 ,求解过程可由手工完成。故将

仿射型及 AA 引入到区间模型非概率可靠性指标的计

算 ,不仅有理论意义 ,也具有广阔的工程应用前景。
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