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　　摘　要 :将可靠性设计理论与灵敏度分析方法相结合 ,讨论了机械联接件的可靠性灵敏度设计问题 ,提出了可
靠性灵敏度设计的计算方法 ,给出了可靠性灵敏度的变化规律 ,研究了设计参数的改变对机械联接件可靠性的影
响 ,为机械联接件的可靠性设计提供了理论依据。
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With Non2normal Distribution Parameters
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　　Abstract :Based on the reliability design theory and sensitivity analysis method , the reliability sensitivity of the me2
chanical joints is extensively discussed and a numerical method for reliability sensitivity design is presented. The variation
regularities of reliability sensitivity are obtained and the effects of design parameters on reliability of the mechanical joints
are studied. The method presented in this paper provided the theoretic basis for the reliability design of the mechanical
joints.
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　　为满足生产工艺的要求 ,并考虑到制造、运输、安装、检

修工作的方便 ,大量的压缩机、风机、阀门与管道、流体密封

等设备往往做成可拆结构 ,联接件是可拆结构中使用最为普

遍的型式。在机械联接件的设计中 ,为了得到既有足够的安

全可靠性又有适当经济性的优化产品 ,可靠性 (优化)设计和

可靠性灵敏度设计无疑起着重要的作用。可靠性 (优化)设

计[ 1～11 ] ,是运用概率统计理论和优化方法设计机械联接件

的某一 (某些)设计参数 ;可靠性灵敏度设计[ 12～16 ] ,是在可

靠性基础上进行灵敏度设计 ,给出设计参数的变化对系统可

靠度的影响。事实上 ,若某因素对机械联接件失效有较大的

影响 ,则在设计制造过程中就要严格加以控制 ,使其变化较

小以保证足够的安全可靠性 ;反之 ,如果某因素的变异性对

机械联接件可靠性的影响不显著 ,则在进行可靠性设计时 ,

就可以将其当作确定量值处理以减少随机变量的数目。本

文采用摄动技术、可靠性设计和灵敏度分析等方法讨论了机

械联接件的可靠性灵敏度设计问题。在基本随机变量的概

率特性已知的情况下 ,可以迅速准确地得到机械联接件的可

靠性灵敏度设计信息。

1　可靠性设计

　　可靠性设计的一个目标是计算可靠度

R =∫g ( X) > 0
f X ( X) d X (1)

式中 , f X ( X)为基本随机参数向量 X = ( X1 u X2 u⋯u X n) T

的联合概率密度 ,这些随机参数代表载荷、零部件的特性等

随机量。g ( X)为状态函数 ,可表示零部件的两种状态

g ( X) ≤0　为失效状态

g ( X) > 0　为安全状态
(2)

这里基本随机变量向量 X = ( X1 u X2 u ⋯uXn ) T 的均值

E( X) 、方差 Var ( X) 、三阶矩 C3 ( X) 、四阶矩 C4 ( X)是已知

的 ,但是无法确定有些随机参数的分布概型。

把随机参数向量 X和状态函数 g ( X)表示为

X = Xd +εXp (3)

g ( X) = gd ( X) +εgp ( X) (4)

这里ε为一小参数 ,下标为 d 的部分表示随机参数中的确

定部分 ,下标为 p的部分表示随机参数中的随机部分 ,且具

有零均值。显然这里要求随机部分要比确定部分小得多。

分别对上面两式取数学期望和取方差、三阶矩和四阶矩 ,根

据 Kronecker代数及相应的随机分析理论 ,可以推导得

μg = E[ g ( X) ] = �g ( X) = gd ( X) (5)

σ2
g = Var[ g ( X) ] =

5 gd ( X)

5 XT

[2 ]

Var ( X) (6)

θg = C3[ g ( X) ] =
5 gd ( X)

5 XT

[3 ]

C3 ( X) (7)

ηg = C4[ g ( X) ] =
5 gd ( X)

5 XT

[4 ]

C4 ( X) (8)
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式中 , Var ( X) , C3 ( X) , C4 ( X)为基本随机参数的方差、三

阶矩和四阶矩向量。

可靠性指标定义为

β =
μg

σg
=

E[ g ( X) ]

Var[ g ( X) ]
(9)

在基本随机参数向量 X服从正态分布时 ,可以获得可靠度

的一阶估计量

R = Φ(β) (10)

式中 ,Φ(·)为标准正态分布函数。

对于服从任意分布和无法确定分布概型的情况下 ,而有

足够的资料来确定设计参数的前四阶矩 (即均值、方差和协

方差、三阶矩、四阶矩)时 ,作为可供选择的实用方法 ,采用摄

动法求得可靠性指标 ,然后应用四阶矩技术和 Edgeworth级

数 (及相应的经验修正公式[ 17 ])把未知的状态函数的概率分

布展开成标准的正态分布的表达式 ,进而可以确定了机械结

构件的可靠度和可靠性灵敏度。

根据 Edgeworth级数方法 ,可以把服从任意分布的标准

化了的随机变量的概率分布函数近似地展开成为标准正态

分布函数 ,即

F( y) = Φ( y) - φ( y)
1
6
θg

σ3
g

H2 ( y) +

1
24

ηg

σ4
g

- 3 H3 ( y) +
1

72

θg

σ3
g

2

H5 ( y) + ⋯ (11)

Hj ( y)为 j阶 Hermite多项式 ,其递推关系为

Hj +1 ( y) = y Hj ( y) - j Hj - 1 ( y)

H0 ( y) = 1 , H1 ( y) = y
(12)

据此结构件的可靠度为

R (β) = P[ g ( X) > 0 ] = 1 - F( - β) (13)

　　Edgeworth级数可以任意精确地逼近随机参数的真实

分布 ,但通常取级数的前四项即可得到较好的近似。用上式

计算可靠度时 ,有时会出现 R > 1的情况。根据计算实践表

明 ,当有 R > 1情况出现时 ,采用下述经验修正公式要比使

用 Edgeworth级数所获得的计算结果再接近于 Monte Carlo

数值模拟结果 ,当没有 R > 1情况出现时 , Edgeworth级数可

以获得足够精确的解。

R 3 (β) = R (β) -
R (β) - Φ(β)

{ 1 + [ R (β) - Φ(β) ]β}β
(14)

可以看出 ,在推导过程中放松了对随机参数的分布概型的限

制 ,使之更接近于工程实际。

2　可靠性灵敏度设计

　　机械系统的可靠度对基本随机参数向量 X均值和方差

的灵敏度为

D R
D �XT =

5 R (β)
5β

5β
5μg

5μg

5 �XT (15)

D R
DVar ( X) =

5 R (β)
5β

5β
5σg

+
5 R (β)

5σg

5σg

5Var ( X)
(16)

式中

5 R (β)
5β =φ( - β) 1 - β

1
6
θg

σ3
g

H2 ( - β) +

1
24

ηg

σ4
g

- 3 H3 ( - β) +
1

72

θg

σ3
g

2

H5 ( - β) -

1
3
θg

σ3
g

H1 ( - β) +
1
8

ηg

σ4
g

- 3 H2 ( - β) +

5
72

θg

σ3
g

2

H4 ( - β) (17)

5β
5μg

=
1
σg

(18)

5μg

5 XT =
5�g

5 X1

5�g
5 X2
⋯ 5�g

5 X n
(19)

5β
5σg

= -
μg

σ2
g

(20)

5 R (β)
5σg

=φ( - β)
1
2
θg

σ4
g

H2 ( - β) +
1
6
ηg

σ5
g

H3 ( - β) +

1
12
θ2

g

σ7
g

H5 ( - β) (21)

5σg

5Var ( X) =
1

2σg

5�g
5 X

á 5�g
5 X

(22)

把已知条件和可靠性分析的计算结果代入式 (15)和式 (16) ,

就可以获得可靠性灵敏度 D R/ D �XT 和 D R/ DVar ( X) 。

当应用 Edgeworth级数估算系统的可靠度出现 R > 1

的情况时 ,根据计算实践表明 ,采用经验修正公式 (14)要比

使用 Edgeworth 级数所获得的计算结果更接近于 Monte

Carlo数值模拟结果 ,而所得的分布函数曲线也是在 [ 0 ,1 ]范

围内单调的。可见 ,当 R > 1时 ,应用经验修正公式的导数

来替换式 (15)和式 (16)中的5 R (β) / 5β会比直接使用式
(15)和式 (16)所获得的结果更加精确。当有 R > 1 情况出

现时 ,对可靠性指标β的灵敏度为

5 R 3

5β =
5 R (β)

5β +
5 R (β)

5β - φ(β)

β(β - 1) [ R (β) - Φ(β) ] - 1
{ 1 + [ R (β) - Φ(β) ]β}β+1 + A

A = [ R (β) - Φ(β) ] ({ 1 + [ R (β) - Φ(β) ]β}

ln{ 1 + [ R (β) - Φ(β) ]β} + [ R (β) - Φ(β) ]β)

/ { 1 + [ R (β) - Φ(β) ]β}β+1 (23)

用上式替换式 (15)和式 (16)中的5 R (β) / 5β,即获得可靠性

灵敏度 D R/ Dμr和 D R / Dσr。

3　螺栓的力学模型

　　联接件的可靠性设计之一是螺栓联接的设计。圆形螺

栓的工作应力为

σ =
4 p

Nπd2 (24)

式中 , p为螺栓承受的剪切载荷 ; d为螺栓截面的直径 ; N 为

剪切面数。

根据应力—强度干涉理论 ,以应力极限状态表示的状态

方程为

g ( X) = r - σ (25)

式中 , r为螺栓的材料剪切强度 ,基本随机变量向量 X = ( r

p d) T。这里基本随机变量向量 X 的均值 E ( X) 、方差

Var ( X) 、三阶矩 C3 ( X) 、四阶矩 C4 ( X)是已知的 ,可以认为

基本随机变量是相互独立的随机变量 ,但是无法确定基本随

机变量向量 X的分布概型。
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4　法兰的力学模型

　　根据巴赫 (Bach)方法 ,采用拟梁结构模型 (附图) ,对于

整体法兰 ,可求得在 D1 直径上 ,即危险截面处的弯应力为

σ =
3 P( D0 - D1)

πD1 h2 (26)

式中 , P为法兰受力的总和 ; D0 为螺钉分布圆的直径 ; D1 为

危险截面的直径 ; h为法兰的厚度。

▲附图　整体法兰

　　根据应力—强度干涉理

论 ,以应力极限状态表示的状

态方程为

g ( X) = r -
3 P( D0 - D1)

πD1 h2

(27)

式中 , r 为法兰的材料强度 ,

基本随机变量向量 X = ( r D0

D1 h P) T。这里基本随机变量向量 X的均值 E ( X) 、方差

Var ( X) 、三阶矩 C3 ( X) 、四阶矩 C3 ( X)是已知的 ,可以认为

基本随机变量是相互独立的随机变量 ,但是无法确定基本随

机变量向量 X的分布概型。

5　数值算例

　　例 1　一般情况下 ,在工程实际中构件的几何尺寸和材

料的特性是服从正态分布的随机变量 ,某螺栓承受剪切载荷

为服从任意分布的随机变量 ,其前四阶矩为 (μp ,σp ,θp ,ηp)

= (24 . 134×103N , 1. 4435×103N , 3 . 4224 ×109N , 2. 3148 ×

1013N) ,截面直径为 (μd ,σd) = (12 . 5 ,6 . 25×10 - 2) mm ,材料

的强度为 (μr ,σr = (143 . 3 , 11 . 5) MPa ,剪切面数 N = 2。试

计算此螺栓的可靠度和可靠性灵敏度。

计算得到此螺栓的可靠性指标、可靠度和可靠性灵敏度

分别为
β = 3. 471445 , R E = 1. 00068　　R 3 = 0 . 9997516

RMCS = 0 . 99939

D R/ D XT =

R ( r)

R ( p)

R ( d)

T

=

7 . 105 ×10 - 5

- 2. 895 ×10 - 7

1 . 118 ×10 - 3

T

D R/ DVar ( X) =

RVar ( r)

RCov( r , p)

RCov( r , d)

RCov( p , r)

RVar ( p)

RCov( p , d)

RCov( d , r)

RCov( d , p)

RVar ( d)

=

- 4. 302 ×10 - 5

1 . 753 ×10 - 7

- 6. 768 ×10 - 4

1 . 753 ×10 - 7

- 7 . 142 ×10 - 10

2 . 758 ×10 - 6

- 6. 768 ×10 - 4

2 . 758 ×10 - 6

- 1. 065 ×10 - 2

这里 R E为使用 Edgeworth级数计算的可靠度 , R 3为采用

Edgeworth级数的经验修正公式计算的可靠度 , RMCS为应用

Monte Carlo数值技术模拟的可靠度 , R (·)表示可靠度 R 对

(·)的灵敏度。

从灵敏度矩阵 D R/ D �XT 可以看出 ,螺栓的材料剪切强

度 r和截面直径 d的均值增加 ,其结果将使结构件趋于更加

可靠 ,而螺栓承受的剪切载荷 p的均值增加 ,其结果将使结

构件趋于更加不可靠 (失效) ,其变化率最大的为 d ,最小的

为 p ,也就是说 ,使结构件趋向可靠 (或失效)的速度为直径

比材料强度的大、材料强度比载荷的大。从灵敏度矩阵

D R/ D V ar ( �X)可以看出 ,基本随机参数方差的增加 ,都会使

结构件趋于更加不可靠 (失效) ,但基本随机参数的协方差的

变化对结构件的可靠与否的影响却不尽相同。可见 ,上面的

计算结果与通常的定性分析结果完全一致 ,如在状态函数的

表达式中可以同样看出螺栓的直径是以平方速率变化的 ,所

以其对结构件的可靠 (或失效)设计是最灵敏的。

例 2　一般情况下 ,在工程实际中构件的几何尺寸和材

料的特性是服从正态分布的随机变量 ,设某一法兰的几何尺

寸的为 D0 = (1200. 0 ,6. 0) mm , D1 = (1000. 0 ,5. 0) mm , h =

(50. 0 , 0. 25) mm ,材料强度为 (μr ,σr ) = ( 135. 0 , 5. 265)

MPa。法兰承受的载荷为服从任意分布的随机变量 ,其前四

阶矩为 ( P) = (1. 3025×106N ,1. 2021×105N ,1. 9872×1015

N3 ,1. 1347×1021N4)。

计算得到的此法兰的可靠性指标、可靠度和可靠性灵敏

度分别为
β = 3. 102912 , R E = 0. 9973398 , RMCS = 0. 99349

D R/ D �XT =

R ( r)

R ( D0
)

R ( D
1

)

R ( h)

R ( p)

T

=

　4 . 876 ×10 - 4

- 2 . 426 ×10 - 4

　2 . 911 ×10 - 4

　1 . 941 ×10 - 3

- 3 . 725 ×10 - 8

D R/ DVar ( X) =

RVar ( r)

RCov( r , D
0

)

RCov( r , D
1

)

RCov( r , h)

RCov( r , P)

RCov( D
0

, r)

RVar ( D
0

)

RCov( D
0

, D
1

)

RCov( D
0

, h)

RCov( D
0

, P)

RCov( D
1

, r)

RCov( D
1

, D
0

)

RVar ( D
1

)

RCov( D
1

, h)

RCov( D
1

, P)

RCov( h , r)

RCov( h , D0
)

RCov( h , D
1

)

RVar ( h)

RCov( h , P)

RCov( P , r)

RCov( P , D
0

)

RCov( P , D
1

)

RCov( P , h)

RVar ( P)

=

- 3 . 019 ×104

　1 . 502 ×10 - 4

- 1 . 802 ×10 - 4

- 1 . 202 ×10 - 3

　2 . 306 ×10 - 8

　1 . 502 ×10 - 4

- 7 . 473 ×10 - 5

　8 . 967 ×10 - 5

　5 . 978 ×10 - 4

- 1 . 147 ×10 - 8

- 1 . 802 ×10 - 4

　8 . 967 ×10 - 5

- 1 . 076 ×10 - 4

- 7 . 174 ×10 - 4

　1 . 377 ×10 - 8

- 1 . 202 ×10 - 3

　5 . 978 ×10 - 4

- 7 . 174 ×10 - 4

- 4 . 782 ×10 - 3

　9 . 179 ×10 - 8

　2 . 306 ×10 - 8

- 1 . 147 ×10 - 8

　1 . 377 ×10 - 8

　9 . 179 ×10 - 8

- 1 . 762 ×10 - 12

　　从灵敏度矩阵 D R/ D �XT 可以看出 ,法兰的材料强度 r、
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几何尺寸 D1 和 h的均值增加 ,其结果将使法兰趋于更加可

靠 ,而法兰承受的载荷 P和几何尺寸 D0 的均值增加 ,其结

果将使法兰趋于更加不可靠 (失效) ,其变化率最大的为法兰

的厚度 h ,其后依次为危险截面的直径 D1、螺钉分布圆的直

径 D0 ,法兰的材料强度 r ,最小的为法兰的受力总和 P ,也

就是说 ,使法兰趋向可靠 (或失效)的速度为几何尺寸比材料

强度的大、材料强度比载荷的大。从灵敏度矩阵 D R/

DVar ( X)可以看出 ,基本随机参数方差的增加 ,都会使法兰

趋于更加不可靠 (失效) ,但基本随机参数的协方差的变化对

法兰的可靠与否的影响却不尽相同。而上面的计算结果与

通常的定性分析结果完全一致 ,如在状态函数的表达式中可

以同样看出法兰的厚度是以平方速率变化的 ,所以其对法兰

的可靠 (或失效)设计是最灵敏的 ,这进一步说明了灵敏度矩

阵对法兰各因素分析的全面性和正确性。

6　结　论

　　在机械联接件可靠性研究的基础上 ,提出一种计算联接

件可靠性灵敏度的数值方法 ,有效地反映了机械联接件各因

素对其失效的影响程度。本数值方法在随机参数前四阶矩

已知的情况下 ,放松了对随机参数的分布概型的限制 ,使之

更接近于工程实际中的机械联接件的可靠性问题 ,为联接件

的设计、制造、使用和评估 ,为分析和修改机械联接件的可靠

性水平提供了理论依据。可见本文方法是对机械行业产品

进行可靠性灵敏度设计的通用的、实用的和有效的方法。
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