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摘　要: 退化结构的检修问题都涉及时变结构可靠度的计

算。对退化结构的时变可靠度,抗力必须表为随机过程。该文

考虑退化结构功能函数随机过程,并考虑活载为连续随机过

程、Po isson 过程以及Bernou lli过程,由之导出一个时段内

的时变可靠度公式。以混凝土碳化引起的主筋锈蚀的公路桥

T 型梁为例,计算了这 3种活载过程下的时变可靠度。算例

表明,对相同的初始抗力,退化结构在设计使用年限的时变

可靠度明显低于目标时不变可靠度。用作用和抗力的均值和

方差在 t 时刻的瞬时值代入 Co rnell可靠度指标而计算的

“时变可靠度指标”不反映可靠度。
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Tim e-dependen t rel iab il ity ana lysis
of deter iora ting structures

Q IN Q ua n, YANG Xia oga ng

(D epartmen t of C iv il Engineer ing, Tsinghua Un iversity,

Beij ing 100084, Ch ina)

Abstract: Inspection and repair of deterio rating structures is

schedu led based on assessm ents of the tim e2varying st ructural

reliability. T he resistance of deterio rating st ructures is a

non—stationary stochastic p rocess. T h is analysis uses a stochastic

analysis of the perfo rm ance function of deterio rating bridge

structu res assum ing con tinuous, Po isson, Bernou lli veh icle loading

p rocesses to analyze the t im e2varying reliability. The analysis is

based on a T 2shape girder of a h ighw ay bridge w ith co rroded

reinfo rcem ent bars due to concrete carbon ification. T he analysis

show s how the tim e2varying reliability decreases to m uch low er than

the target reliability during the design lifetim e and that the Co rnell

reliability index calcu lated from values of the m ean and the variance

of the action effect and resistance at t im e t does no t accurately

rep resent the reliab ility.

Key words: t im e2varying reliab ility; deterio rating structu re;

concrete carbon ification; first excursion; derivative

p rocess

近年来,时变结构可靠度计算日益受到重视。但

现行所有结构设计规范都基于时不变结构可靠度理

论: 在预定设计使用年限内抗力和作用都处理为随

机变量,于是功能函数也变成随机变量。退化结构的

抗力和功能函数是非平稳随机过程,相应的问题则成

为时变可靠度问题。这时,时间 t必须作为变量出现。

时变可靠度是个新领域。文[1, 2 ]把时变可靠度

问题变成一系列不同时段的时不变极限状态的串连

系统可靠度问题。这样做有两个问题,一是多大的时

段长度上限才能保证可靠度计算结果有必要的精

度,二是不知道结构在每个时段的可靠度与结构在

整个设计使用年限内的可靠度之间的关系。

文[3, 4 ]直接用任意时刻 t的Co rnell可靠度指

标 Β( t)。但是,按随机过程理论,对一个在 t时刻安

全的结构,在 t+ 0时刻必定是安全的。因此,该结构

在“t 时刻”的失效概率恒为 0。因此, 根本不存在

“时刻 t的失效概率 P F ( t)”这个概念。这样, Co rnell

可靠度指标 Β( t)作为形式上的数学符号虽然存在,

但不具有可靠度指标的含义。

文 [ 5 ]正确地使用了随机过程跨越率和首次超

越概率的概念,但是在推导跨越率时不使用功能函

数,方法复杂,因此对最简单的连续功能函数也只给

出了原则性的公式,不能实用。

本文讨论功能函数随机过程,由之导出一个时

段内的时变结构可靠度。

1　功能函数随机过程

1. 1　抗力随机过程

退化结构的抗力随机过程记为R ( t)。至少其均

值是随时间递降的,因此,退化结构的抗力是非平稳

随机过程。一般简化为[ 1 3 ]
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R ( t) = R 0g ( t). (1)

式中: R 0 为初始时刻的抗力随机变量,其均值 ΛR 0 ,

方差 Ρ2
R 0

; g ( t)为抗力退化和修理导致抗力恢复的

随机过程。为简化,以其均值近似。此时 g ( t)是确定

函数,当不修理时,它是从 1开始单调递降的。这里

考虑我国常见的由混凝土碳化引起的混凝土矩形梁

退化。混凝土碳化导致钢筋锈蚀引起的钢筋面积的

减小过程为[ 6 ]:

A g ( t) =

A g0, t≤ ti;

A g0 1 -
Κ
r0

( t - ti)
2

, t > ti.

式中: A g0为钢筋初始断面积, Κ为钢筋锈蚀速度,

r0 为钢筋初始半径, ti为锈蚀开始时刻。

对碳化锈蚀引起的矩形截面混凝土梁弯矩抗力

退化过程 (仅考虑一阶项) ,式 (1)中的量为[ 7 ]:

R 0 = R gA g0 h 0 -
R gA g0

2R ab
.

g ( t) =

1, t≤ ti;

1 -
2Κ( t - ti)

r0
, t > ti.

式中: R g 为主筋抗拉强度, R a 为混凝土立方抗压

强度, h 0 为主筋重心距受压边距离, b为截面宽度。

考虑修理时,可近似表为“抗力立刻提高”,此时

一般假定每次修理均使抗力恢复到初始值, g ( t)垂

直上升到 1, R ( t) = R 0, 见图 1。

图 1　抗力退化函数R ( t)的两个情况

1. 2　作用效应随机过程

恒载为随机变量,故其效应 S D 也是随机变量,

均值为 ΛD , 方差为 Ρ2
D , 分布密度函数为 f SD。本文

分别用连续过程, Po isson 过程和Bernou lli过程表

示活载效应 S L ( t) , 在设计使用年限内此效应的最

大值的均值ΛL , 方差 Ρ2
L , 年最大值的均值ΛL y, 方差

Ρ2
L y, 各年最大值独立同分布,分布函数为 F SL , Po is2

son 到达率为 ΚL。

总作用效应为 S ( t) = S L ( t) + S D , 其中 S L ( t)、

S D 和 R ( t)间彼此独立。在设计使用年限 T L 内 S D

和 S L ( t)的一个实现示于图 2。

图 2　恒载随机变量和活载 Po isson 过程

2　终生不修理的退化结构的时变可靠度
计算

2. 1　活载为连续过程

为简单起见,考虑总作用效应 S ( t)的最简单线
性形式的功能函数

G ( t) = R 0g ( t) - S ( t).

它是非平稳随机过程。其均值和方差分别为:

ΛG ( t) = ΛR 0g ( t) - ΛS,

Ρ2
G ( t) = Ρ2

R 0
g ( t) 2 + Ρ2

S.

功能函数的导数过程
dG ( t)

d t
= G

õ
( t) = R 0

dg ( t)
d t

-
dS ( t)

d t
=

R 0g
õ

( t) - S
õ

( t).

式中 S
õ

( t) 是S ( t)的导数过程,也是平稳过程。其均
值和方差分别为:

ΛS
õ = 0,　Ρ

2

S
õ = - d2R S (Σ) ödΣ2û Σ= 0.

式中R S (Σ)是平稳过程 S ( t)的自相关函数。G
õ

( t) 的
均值和方差分别为:

ΛG
õ ( t) = ΛR 0

g
õ

( t) - ΛS
õ = ΛR 0

g
õ

( t) ,

Ρ
2

G
õ ( t) = Ρ2

R 0
g
õ

( t) 2 + Ρ
2

S
õ.

　　平稳过程 S ( t)和 S
õ

( t) 的互相关函数
R SS

õ ( t1, t2) = R SS
õ ( t2 - t1) = R SS

õ (Σ) = 0.

　　非平稳过程G ( t)和G
õ

( t) 的相关系数为

Θ( t) =
g ( t) g

õ
( t) Ρ2

R 0

[Ρ2
R 0

g ( t) 2 + Ρ2
S ] [Ρ2

R 0
g
õ

( t) 2 + Ρ
2

S
õ ]

. (2)

式中涉及车载弯矩的导数过程 S
õ

L ( t)。即使仅考虑
设计使用年限内最大集中车载引起的跨中弯矩,集
中力作用点处弯矩的导数也是不连续的。如果考虑
设计使用年限内最大集中车载 P 的弯矩影响线在
简支梁跨中的值,假定车以匀速 v 前进则有:

S L ( t) = P v t ( l - v t) öl,

S
õ

L ( t) = P v ( l - 2v t) öl.

可知在跨中 S
õ

L ( t) 恒为 0。因此有 Ρ
2

S
·

L
= 0。考虑到
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退化结构 g
õ

( t) 总为负,式 (2)退化为

Θ( t) =
- ΡR 0

g ( t)

[Ρ2
R 0

g ( t) 2 + Ρ2
S ]

.

　　以随机过程表示的极限状态方程为 G ( t) = 0。
安全域为G ( t) > 0。此时,功能函数的极限状态跨越
问题是对常数 0的负跨越。按照R ice公式,随机过
程G ( t)的极限状态跨越率为

Μ-
0 ( t) = -∫

0

- ∞
G
õ

( t) p GG
õ [0, G

õ
( t) ]dG

õ
( t). (3)

式中 p GG
·为G ( t)和G

õ
( t) 的联合概率密度。式 (3)表

明极限状态跨越率是时间的函数,时变结构可靠度

不仅与G ( t)有关,且与其导数过程G
õ

( t)也有关。

若R 0 和 S ( t)都是正态的,则功能函数 G ( t)也
是正态的。此时,可对式 (3)求积得
Μ-

0 =

ΡG
õ ( t)

2ΠΡG ( t)
1 - Θ( t) 2exp -

Ρ2
R 0

Λ2
S + Λ2

R 0
Ρ2

S

2Ρ2
R 0

Ρ2
S

+

2Π[Θ( t) Β( t) - ΒG
õ ( t) ]õ

exp
- Β( t) 2

2
5

Θ( t) Β( t) - ΒG
õ ( t)

1 - Θ( t) 2
. (4)

式中:

Β( t) ≡ ΒG ( t) =
ΛR 0g ( t) - ΛS

Ρ2
R 0

g ( t) 2 + Ρ2
S

,

ΒG
õ ( t) =

ΛR 0
g
õ

( t)

Ρ2
R 0

g
õ

( t) 2 + Ρ
2

S
õ

=
- ΛR 0

ΡR 0

.

(5)

　　式 (4)表明跨越率Μ-
0 ( t)是 g ( t)和 g

õ
( t) 的函数。

可见,即使对正态功能函数,跨越率也没有解析解。
应当注意: 这里记号 Β( t)形式上虽与 Co rnell可靠
度指标相同,但并非可靠度指标。
对承载能力极限状态, 失效概率在 10- 4量级,

因此,可以用 Po isson 过程描写时变结构的失效过
程。Po isson 到达率为Μ-

0 ( t)。由于Μ-
0 ( t)与 t 有关,

时变结构的失效过程是非均匀 Po isson 过程。在
[0, T ]期间时变可靠度 P R 等于在 [ 0, T ]不出现首

次超越的概率,即

P R = P N (0, T ) = exp -∫
T

0
Μ-

0 ( t) d t . (6)

对 T = T L , 式 (6)表示不修理的退化结构一生的可

靠度。由于Μ-
0 ( t)不负,所以随着 T 增大, P R 降低。

2. 2　活载为 Po isson 过程

对终生不修理的退化结构的线性功能函数

G ( t) = R 0g ( t) - S L ( t) - S D. (7)

考虑 3 个条件: 在 T L 时期内 S L 到达 n 次,到达时

刻分别为 t1, t2,⋯, tn; R 0 的一个抽样为 r; S D 的一

个抽样为 sD。则在任意时间段[0, T L ]梁在上述 3条

件下的条件时变可靠度为

P R (T ûn , r, sD ) = ∏
n

i= 1

F SL
(rg ( ti) - sD ).

再假定 n 个 Po isson 时间点在[0, T ]内均布,且彼此

独立。考虑 n 的所有可能,并由条件概率求全概率,

可得梁在一个时期[0, T ]内的不修理的退化结构的

时变可靠度近似为

P R (T ) =∫
∞

0
f R 0

(r) d r∫
∞

- ∞
e

- ΚL T S
f SD

(sD ) dsD. (8)

式中

T S = T -∫
T

0
F sL [ rg ( t) - sD ]d t.

随着 T 增大, P R 降低。当 T = T L 时 P R 即为设计使

用年限内的可靠度。

取安全等级二级的延性结构的 (时不变)目标可

靠度指标 ΒT = 4. 2。由年最大活载 S L 可以计算出

T L 期间的最大活载 S L TL。由时不变功能函数

G ( t) = R 0 - S L TL - S D , 通过 FORM 方法可得时不

变结构的可靠度指标 Β和广义失效概率 P F0。

由式 (8)确定 ΛR 0相当于按时变结构可靠度设计

一个结构,使之在 T L 内具有同于现行设计规范的可

靠度。由这个 ΛR 0可以确定 Β( t) , 这就给出了目标可

靠度与形式上的Co rnell可靠度指标 Β( t)间的关系。

2. 3　活载为 Bernoull i过程

此时,退化梁在时期 [ 0, T ]内的不修理的时变

可靠度变为

P R (T ) =∫
∞

0
f R 0

(r) d r∫
∞

- ∞∑
N

n= 0

C
n
N p n (1 - p )N - nõ

1
T∫

T

0
F sL [ rg ( t) - sD ]d t

n

f sD
(sD ) dsD. (9)

式中: C
n
N 是二项式系数, p 为活载的年发生概率。

3　算　例

京密公路白河桥建于 1966年,为钢筋混凝土简

支 T 型梁桥,共有 6 跨,每跨计算跨径 15m , 每跨

有 6根 T 型梁。考虑中部的一根梁。图 3为 T 型梁

跨中截面。混凝土 25 号, 立方强度标准值 R ak =

17. 5M Pa。考虑公路B 级汽车荷载[ 8 ]。此时可不考

虑人群荷载。考虑功能函数公式 (7)。

恒载为正态分布,均值系数 ϑG= 1. 014 8, 变异

系数 ∆G= 0. 043 1, 恒载跨中弯矩的均值 ΛD 和标准

差 ΡD 分别为 357. 1 kNm、15. 39 kNm。设计使用年

限 T L = 100 a 内最大汽车荷载为极值 I型分布,均值
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系数 ϑL = 0. 686 1, 变异系数 ∆L = 0. 156 9。梁跨中考

虑冲击系数的活载弯矩的均值 ΛL TL和标准差 ΡL TL分

别为 434. 2 kNm、68. 12 kNm , 年均最大汽车荷载

弯矩 ΛL y= 189. 61 kNm。

截面弯曲抗力 R 0 为对数正态分布, 均值系数

ϑR0= 1. 226 2, 变异系数 ∆R0= 0. 141 4。当配 5号钢

钢筋,截面积A g= 76. 23 cm 2 时,截面弯曲抗力标准

值为 R k = 1. 389M Nm。因而初始时梁抗力的均值

ΛR 0和标准差 ΡR 0分别为 1. 703M Nm、240. 8 kNm。

梁的时不变目标可靠度指标 ΒT = 4. 2, T L 内的时不

变可靠度= 0. 999 987。

图 3　京密公路白河桥 T形梁跨中截面

活载分布函数为

F SL
(x ) = exp - exp -

x - u
a

,

这里: u= 158. 95 kNm , a= 53. 11 kNm。取保护层

厚 c= 30mm , 主筋直径 30mm。平均温度 20℃, 北

京地区年平均相对湿度H = 59%。由相关公式计算

出弯矩抗力的退化规律为[ 6 ]:

g ( t) =
1, t≤ ti;

1 - 9. 23× 10- 4 ( t - ti) öa, t > ti.

　　分别对式 (6)的连续过程、式 (8)的 Po ssion 过

程 (ΚL = 1)、和式 (9)的Bernou lli过程活载计算时变

可靠度 P R 对应的广义可靠度指标 ΒG。结果示于图

4和表 1。图 4表明: 随着时间增加,退化梁的可靠

度逐渐下降,前几十 a 高于现行规范的目标可靠度

ΒT , 下降至低于 ΒT。图 4 还给出了连续活载下式

(5)的形式Co rnell可靠度指标 Β( t) = 3. 41, 它显著

低于时变的广义可靠度指标。表 1给出为使 T L 内

退化结构的可靠度等于 ΒT , 3种活载过程下抗力应

有 的 初 始 均 值 ΛR 0。它 们 都 大 于 不 退 化 的

1. 703M Nm。可见这个 Β( t)不是可靠度指标,不能

用来控制退化结构的可靠度。图 4和表 1表明: 到

T L 时退化梁的可靠度明显低于 ΒT = 4. 2。由于式

(6)不得不假定活载和抗力都有正态分布,因此连续

活载过程的时变可靠度低于两个离散过程,且这两

个离散过程导致相同的时变可靠度。

图 4　3种活载随机过程下 T型梁广义可靠度指标

表 1　3种活载过程下 T梁在 TL 时刻的时变可靠度结果

活载过程 P R P F ΒG ΛR0öM Nm

连续 0. 999 674 0. 000 326 3. 647 2. 023

Po isson 0. 999 961 0. 000 039 3. 953 1. 793

Bernou lli 0. 999 961 0. 000 039 3. 953 1. 793

4　结　论
算例表明: 按时不变目标可靠度指标设计的梁

退化结构的时变可靠度先高于设计规范规定的目标

可靠度,然后逐渐降低,到设计使用年限时显著低于

目标可靠度; 还显示了“时变可靠度指标”与广义可

靠度指标的明显差异。
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